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THEORIE DER ELLIPTISCHEN FUNCTIONEN, AUS DEN
EIGENSCHAFTEN DER THETAREIHEN ABGELEITET.

In meinem Werke » Fundamenta nova theoriae Sunctionum ellipticarum« bin
1ch von der Betrachtung der elliptischen Integrale ausgehend, am Ende der
dort angestellten Untersuchungen zu den merkwiirdigen Reihen gelangt, die ich
mit den Charakteren @ und A bezeichnet habe und welche Zihler und Nenner
der elliptischen Functionen sinamwu, cosamu, Aamu bilden.

Im Folgenden beabsichtige ich, den historischen Gang der Entdeckung
der elliptischen Functionen umkehrend, den entgegengesetzten Weg einzu-
schlagen.

Ohne irgend etwas aus der Theorie der elliptischen Transcendenten voraus-
zusetzen, werde ich, von den Reihen & und A ausgehend, mit Hiilfe eines
einfachen Princips die Relationen aufstellen, welchen jene Reihen gentigen.
Aus diesen Relationen werde ich fiir die Quotienten der Reihen ein Additions-
theorem und aus diesem die Differentialformeln herleiten, welche unmittelbar
zu den elliptischen Integralen fiihren.

1.

Die nach beiden Seiten in’s Unendliche sich erstreckenden Reihen, welche
den Ausgangspunkt der Untersuchung bilden, bestehen aus Exponentialgrossen,
in welchen das reihende Element im Exponenten bis auf den zweiten Grad
steigt, deren allgemeine Form also, indem man die Coefficienten simmtlich der
Einheit gleich setzt; die folgende ist:
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so ergiebt sich: - ¢

()
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Setzt man

a@ .
e = gq, b = ai,

so dass nach der tiber @ gemachten Voraussetzung der Modul von g eine zwi-
schen 0 und 1 liegende Grdsse ist (was im Folgenden immer stillschweigend
angenommen wird), so erhalten die obigen vier Reihenformen folgende Gestalt:

X g = 1+ 2¢082x - 2¢* cos 4 -+ 2¢° cos 6 + ...

1 s — —5 ~3%
S gDyt = 2Vgcosz - 2V/g° cos 35+ 2{/g% cos 5 + -
2
S(—1)Y R 1—2g cos 2z + 2¢* cos 45— 2¢° cos 6z - - - -
1 — . 3 —oF
DB @D — afsing 2V/¢® sin 3z - 2 VaPsinsz — . ..

I

?
wo die Summationen auf der linken Seite sich von v — — oo bis v = —}-oo tiber
alle ganzen Zahlen erstrecken.

Diesen vier Reihen soll im Folgenden die Bezeichnung (), (@), (=),
(@), oder, wo es nothig ist, die ausfiihrlichere Bezeichnung (2, ¢), S,(x, q),
3(®@,q), 3:(@, ) gegeben werden, so dass die vier zu betrachtenden Thetafunctio-
nen durch die Gleichungen:

S@) =  S(—1)¢ = 1—2¢ 082z} 29* cos 42— 2¢° cos 62 - - - .
w S(@) = — S 2+ ql;:2v+n2 e<2f+lm' = 2V/gsinz—2 {‘/_c}j sin 8z 42 \@_7 sin5z—- . -
@) = T @ vz = 2V/gcosz+ 2V/gcos 8 +2VgPcos szt - - -
Gle) = g’ = 1+ 2gcos 2z -+ 2¢* cos 4z 2¢°cos 6z - - -

definirt werden.

Die Betrachtungen, welche zu diesen vier Functionen gefithrt haben,
zeigen, dass man durch Aenderung des Arguments z und Hinzufiigung eines
Exponentialfactors von einer Function $ zu den drei iibrigen gelangt. Fihrt
man namlich in (¥) ¢, @ statt a,b ein, so ergiebt sich:

Iy(@) = Vg =S,z +11gq.q).

Fiigt man zu dieser Formel die beiden folgenden:

@) = %(2+5)  s@ = —3(e+ )




(2)

@437 = @) | @+ ilge.d) =—if.9 @)| 5@ +im+4lgg.1) =
Jy@tin) = —9@)| H@+ilgg.i) = 3| S@+int+$lgg.1) =
(943 = 9@ 0+1lsei) = [ -3@)| SHe+iz+ilee i) =—i -3
WO f — q—.};ex . :
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h1

und die aus der ersten und zweiten sich ergebende:

3(0) = —iVge™ 9@+ in+§lgg-)
hinzu, so sieht man, dass aus (@) durch Aenderung des Arguments um 4=
+1gg.i und $m-++1lgg.i und Multiplication mit dem geeigneten Exponential
factor die drei tibrigen 9-Functionen hervorgehen. Ebenso verhilt es sic
mit 9(2), Si(#), Js@). Eine vollstindige Uebersicht tber den Uebergang dex
S-Functionen in einander gewihrt folgendes System von Formeln:

S+ = %K@ @+ilge.i) =—if . 5,@)| S @+im+ilgg.i) =

al
s1

Mit Hiilfe der Formeln

(2= 9@ S(@+n) = @)

3) 9y(—2) = —5,@) Sy(@+7) = —39,()
' Sy(—2) = @) @+ 7) = —3y(x)
Jy(—2) = I5(®) J@+7) = &)

kann man aus (2.) dhnliche Formeln fiir die Aenderung des Arguments @
— 4w, —4lgg.i, —3m—41gg.v ableiten.

2.
Die Function I3() wird in ihrer urspriinglich betrachteten Gestalt
unendliche Reihe von Exponentialgrossen durch die Gleichung

S_S(x) — Eqvﬂ e2vm' — zev?lgq-l—?vxi

definirt, wo die Summation sich von v = —co bis v= o0 erstreckt.
Exponent von e lisst sich auf die Form

T [0lgg+ i)'+ 2]
bringen, woraus fiir Jy() die Darstellung:

1 . 1
4) S(z) = Srrad Eefg_q[z"-%lgq-‘rzil’
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ie entsprechende Darstellung der Function Je(@) ist:

1 1
Jye) = PRl ST Rl

se beiden Summen unterscheiden sich nur dadurch, dass, wihrend die eine
lle (positiven und negativen) graden Zahlen 2v auszudehnen ist, die andere
uf alle ungraden Zahlen 2v—+1 bezieht.
‘Werden mehrere Reihen dieser Art mit verschiedenen Werthen des Argu-
‘x in einander multlphclrt so kann man das Product als eine vielfache
he ansehen, deren allgemeiner Term eine Exponentialgrofse ist, welche eine
dratsumme im Exponenten hat. Von besonderem Interesse ist der Fall, in
chem man vier solche Reihen mit einander mﬁitiplicirt, weil man dann im
onenten eine Summe von vier Quadraten erhilt, auf welche eine elementare
nsformatlonsformel sich anwenden lafst.
Es ist ein bekannter algeblalscher Satz, dass man die Summe von vier
'draten Eh
a® - b? +C2 +a2
er auf eine zweite Art unter derselben Ferm darstellen kann. Bestimmt
an nimlich vier neue Grdfsen a’, ¥, ¢’, d’ durch die Formeln
| Lt (o' = Ha+b+tctd)
b = 3atb—c—d)
¢’ La—b+c—a)
ey d' = Ha—b—c-+d),
wird identisch L , ‘
(7)) e @b L d? = P b dt
~ Es seien insbesondere a, b, c; d entweder simmtlich grade oder simmtlich
grade Zahlén, dann sind nach (6.) in beiden Fallen 24/, 20, 2¢, 2d’ grade, also
b, ¢, d’ ganze Zahlen. Nach den aus (6.) hervorgehenden Gleichungen
b =a+d, a4 =atec, a+d =a+d
d tiberdies die drei Summen
: a'+b, a’+¢, a’+d
n beiden Fillen grade Zahlen, d. h. jede der Zahlen ¥, ¢, d" ist mit &' zu-

g
eich grade und ungrade. Die vier Grdssen o', V', ¢/, d’ sind also ebenfalls ent-

veder simmtlich grade oder simmtlich ungrade Zahlen.
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Der némliche Schlufs l4fst sich riickwérts machen; denn die Gleichungen
(6.), nach a, b, ¢, d aufgeldst, geben:

(0= Ja'+ b4
b = i(a’+b'—c'—ad’)
®) ¢ = Ha'—b'+c'—d)
d = @' —b'—c'+d").

Sind a', b, ¢/, d' entweder simmtlich grade oder simmtlich ungrade Zahlen,
so sind also a, b, ¢, d ebenfalls simmtlich grade oder simmtlich ungrade
Zahlen.

Die beiden Zahlensysteme a, b, ¢, d und o/, b, ¢, d’ stehen in Reciprocitiit.
zu einander. Setzt man fiir a, b, ¢, d ein bestimmtes System von Zahlen, die

entweder simmtlich grade oder simmtlich ungrade sind, so erhilt man fiir
a,b,c,d ein zweites System von Zahlen, die ebenfalls entweder simmtlich
grade oder sémmtlich ungrade sind; setzt man ferner fiir a, b, ¢, d das zweite
Zahlensystem, so erhilt man fir a, ', ¢/, d' wieder das urspriingliche Zahlen
system. Die Zahlensysteme der betrachteten Art ordnen sich daher durch dig
Gleichungen (6.), (8.) zu Paaren, welche einander reciprok sind.

Hieraus geht hervor, dass, wenn man fiir a, b, ¢, d alle moglichen Sy

steme von vier Zahlen setzt, die entweder simmtlich grade oder simmtlich un:
grade sind, die zugeordneten Grdfsen o', ', ¢/, d' dieselben Zahlensysteme, nur

in anderer Ordnung, durchlaufen und zwar so, dass keines derselben ausgelassen

und keines derselben doppelt genommen werden kann. Dies Princip ist vo
grosser Wichtigkeit. Ist ndmlich eine vierfache von der Anordnung der Gliede
nicht abbéngige Summe auf alle Werthe der Grolsen a, b, ¢, d auszudehnen.
welche simmtlich grade oder simmtlich ungrade Zahlen sind, und substituirt

man flir a, b, ¢, d ihre in a, b, ¢/, d' ausgedriickten Werthe (8.), so wird nac

dem aufgestellten Princip die vierfache Summe ungeéndert bleiben, wenn man
sie auf alle Werthe der Grofsen a', b', ¢/, d' ausdehnt, die simmtlich grade od
sémmtlich ungrade Zahlen sind.

Nachdem dies vorausgeschickt worden ist, kehre ich zu den Darstellung
(4.), (5.) der Functionen J,(@), Jy(#) zuriick. Man setze in jeder dieser Gles
chungen fiir # vier verschiedene Argumente w, @y, # und bezeichne zuglei

das reihende Element dem entsprechend mit v, v, v', v, so ergiebt sich:
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‘ V Lon 734~ 93 4 22 1
94() 3,@) 5,(9) S4(e) = et FITIEVY igg?

Lo e 322 L
’ 3‘2("”)32("0)32(?/)32(2) — el_g-é(w-l- 42+ )Zelgqﬂ’

L =[2v.1lgg+wilP+[2 }lgg+ o P2 $1gg+yil +[2v". g g+ #i ]

M =[(2v+1) g g+wi P+ [(2v'4-1) §1g g4-ai TP [(2v"4-1) $1g g-+yi PH[(2""+1)3lgg+2i 18
und die Summation in der ersten Gleichung auf alle positiven und negativen
graden Zahlen 2v, 2v, 2v", 2v", in der zweiten auf alle positiven und negativen
ungraden Zahlen 2v-1, 2v'41, 2v"+1, 2v"+4-1 auszudehnen ist.

Die Addition beider Gleichungen ergiebt daher:

9) .33(10) 3 3(x) 3 3(3/) 3 3(2") -+ 32(110) 32(.’0) 32(?/) 32( 5) = e—llg_q (w3222} 23) Z e—llg_q N’

wo
N =[a.}lgg+wil+[b.Flgg+ 2P+ [c. §lgg+ ¥+ [d. $lgg+ 2T
und die Summation auf alle Systeme von vier graden oder vier ungraden Zahlen
a, b, ¢, d auszudehnen ist.
Man fiihre in den Exponenten —l—g}—qN der Gleichung (9.) an Stelle der

Grofsen a, b, c, d die zugeordneten Grofsen a', b, ¢/, ' nach (8.) ein und setze

I

fw+z+y+2)
{w+z—y—2)
Hw—az+y—2)

's0 nimmt Gleichung (9.) folgende Gestalt an:

I

- w,
xl
’
y
v 'g’

2, 8, 8, .8 1
(w2 ey s’)zelngv,

1

35(0) 35(®) I5(H) I5(8) + () (%) Fp(y) J5(2) = e'e?
wo N unter Benutzung der Gleichungen (6.), (10.) in folgende neue Form
iibergeht: _
N = [0 .}lgg+wil+ [ §lgg+2iP+[¢ . §1gg+yiP+[d" $lg g+ <7~

Diese Gleichung ist noch genau dieselbe wie Gleichung (9.), solange man
die Summation rechter Hand auf die Grofsen a, b, ¢, d bezieht. Aber nach dem
oben aufgestellten Princip bleibt die Summe unverindert, wenn man sie, anstatt '

auf alle Werthe von a, b, ¢, d auszudehnen, welche sémmtlich grade oder sémmt-
lich ungrade Zahlen sind, auf die namlichen Werthe der Grofsen @, B,¢,d
L . 64
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ausdehnt. Hieraus folgt, dass die rechte Seite der letzten Gleichung nichts
anderes ist als die Summe der beiden Producte:

SACORACORACHEACHE ACHRACHNACHNACHR
Man hat daher folgenden Fundamentalsatz:

Bestimmt man die Variabeln w', &', y’, 2’ aus w, @, y, z nach den Glei-
chungen (10.), so ist:

(1L) J3(w) J3(2) J5(¥) J5(2) +I,(w) Jy(2) J,(y) I,(2)
= J3(w') 33(2") S3(y") 3(¢') + S, (') 3, (%) 35 (¥") S (<) -

Diese Formel ist das Fundament der ganzen ferneren Untersuchung. Man
leitet aus ihr eine Formel fiir die Differenz der auf der linken Seite stehenden
beiden Producte her, indem man w um = vermehrt, wodurch an die Stelle von
Ja(w), Jp(w) respective IJyw—w) = J(w), J(w+w) = —IJ(w) tritt. Gleich-
zeitig vermehrt sich jede der Grofsen w’, 2’,y’, 2" um 4w, wodurch (Gl (2.))
jedes J; in J und jedes I, in — 3, iibergeht. Daher ergiebt sich:

(11*') 33(7’0)33(97)33(?/)33@)_32(7’0) 32(55) 32(?/) 32(‘9)
= @) 3@) )3+ 3,')3,@) 5 (¥)3:(¢)-

Indem man die Summe der Gleichungen (11.), (11%*.) bildet, erhélt man das
Product J;(w)J5(@) J5(y) Js5(2) durch vier Producte von J-Functionen ausgedriickt,
deren Argumente w', @', y', 2" sind. Von dem einen Product J5(w)J;(@)J5(y)Js(2)
aus kann man zu allen méglichen Producten von vier J-Functionen tibergehen,
indem man jedes der Argumente um eine der vier Gréfsen 0, 4w, 4lgg.4,

tn-+4lgg.¢ vermehrt. Die Anzahl der Formeln, die man auf diese Weise -

erhalten kann, betriigt 35, aber dieselben zerfallen in zwei wesentlich verschie-
dene Kategorien. Aus den an w, @, y, z angebrachten Aenderungen gehen nim-
lich fir w’, @, y’, 5’ entweder Aenderungen hervor, welche sich aus Vielfachen
von 4= und 4lgg.i zusammen setzen lassen, oder Aenderungen, zu welchen
ungrade Vielfache von i= oder von +lgg.t¢ gehdren. Nur im ersten Fall lassen
sich die Argumente der auf der rechten Seite der Gleichung stehenden J-Functio-
nen auf w’, &, y’, 2’ zuriickfiihren, wihrend dieselben im zweiten Fall von die-
sen Werthen immer um 4=, +lgg.i, $n+4lgg.i abweichen. Nach dieser
Eintheilung gehoren in die erste Kategorie nur 11 Formeln. Die tibrigen 24
Formeln fiihren auf Resultate, die zwar auf anderem Wege schwierig zu bewei-
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or;laiegenden'ZWéckr nicht nothwendig sind. Ich beschrinke

Redﬂctidngi ) daraﬁ'angebracht sind cﬁézfofgéﬁdeﬁ Gleichungen hervorgehn :

Y (w) 33(-”) ﬁs(y) 33(3) + 32(“’) 32("”) 32(?/)-32(3) = 33(“7 )3’3(“; )3‘3@ ) 33(3 ) +32('w ) 32('” ) 32(.7/ )32(5 )
' 33(@0)33(%) 33@/) 33(2') 32(“’) 32(58) 32(31) N 2(2’) =3 (w ) 3(70 )9 (?/ ) )+ (@’ )31(30 )31(.1/ ) (&

S ‘3(%‘) () $(2) + 3,(w) 31(@'31@) H(#) = 33(“’ ) 35(#) 350 3o ) —5(w) $y(@’ )32(y )34(2)
S(w)S@) 3(?/) 3(&)— ,(w) 31(33) 51 HE) = 9() 3@)S(Y) () — W) H@) H(y) ()

3 ‘@3@)33(,,,)33@)‘;( 9,0) sggyvsz@ — 50 36 K 3+ H) 5@ R KE)
0.3 30 H)— 09,0 346) 240 = 54034 S0 )+ 9D (KN

+3,0) sm 50 35 = S0 )5 35(0) 34 ) + 31w ) (&) )3
500) 3(@) &Q(w &2@) 910) 3(2) 34(1) 34(6) = F0) (@) I )+ 35(w) 3¢a) 9,y ) 34()

() 33(«’0) 34(9) 32(3) + () 9(2) 3,(9) 31(2) = J5@") T3(=") Ix(¥') (¢ + @) $@) $(¥) )
(2) 956) 9:(8) — 3(1) 3(2) 3:(49) ,(2) = 5,(0) #) $0) 9:(5) + 9,() 3:(2") $(¥') 3(&)

ety jw' 2+ y+2)

¥ = wtr—y—s) Hw' o' —y—2)
Y = {w—az+y—2) 'y = ' —a'y—7)
L= jw—a—y+2) = j(w'—2'—y'+-7).

Die beiden letzten der Gleichungen (A.) sind nur fiir eine zu rechnen,
~ denn die Ausdriicke von 3;w(3,(2)9(y)91(2), a(w)Is(@) 31(y) 3 (), aus denen
_sie sich ergeben, gehen in einander iber, wenn man x,w, 2, ¥ fir w,x, ¥y, 2

setzt. .
' 64%*
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Uebrigens ist noch zu bemerken, dass die Gleichungen :

(), (1), (9),  @11) Q

in die Gleichungen
), (), (10), (2)

tiibergehen, so wie diese in jene, wenn man

—, —y resp. fir z, y

setzt, wodurch zugleich w' mit 2z’ und #' mit »’ vertauscht werden.

3.

Die Formeln (A.) des vorigen §. lassen sich auf vielfache Art specialisiren,
indem man zwischen den vier von einander unabhéngigen Variabeln w, 2, g, 2
Relationen stattfinden lifst. Indem ich eine vollstindigere Entwickelung der
Formeln dieser Art fiir den Schlufs dieser Abhandlung vorbehalte, werde ich

mich jetzt auf die fiir den vorliegenden Zweck nothwendigen beschrinken.
Man setze

w=t(@+y+2),

was die Anzahl der von einander unabhiingigen Variabeln auf drei reducirt, so

ergeben die Gleichungen (10.) fiir @', ', y’, ' im Fall des oberen Zeichens:
w=gaty+ts, =2, Y=y, =2,

so dass beide Systeme von Variabeln w,a,y,z und w'’ #,y’, 2" in dieselbe
Werthe zusammenfallen, dagegen im Fall des unteren Zeichens:

w=10, o =—(y+2), ¥ =—@+2, o=—(+y).

Von den unter diesen beiden Hypothesen aus den Formeln (A.) hervorge

henden Resultaten lassen sich die interessantesten in folgende fiinf Doppelgle
chungen zusammenfassen:




" AUS DEN EIGENSCHAFTEN DER THETAREIHEN ABGELEITET. 509

(B.

(1) 3(0)3(+2) S(a+2) Ha+ty) = 33($+y+2))33(x)33(?/)33(ﬁ) —3y(@+Y+2)9,(%) 95(#)35()

= J(@+y+2) 3(@) 3) 3() +3(@+y+2)9(#)9,)3(2)

(2) 3(0)3(y+2)95(@+2) y(2+y) = Ha+y+2) () F3(¥)I5(2)— 3, (@+y+2)3,(2) 34(4) 95(2)

= J5@+y1-2)34(@) 3(¢) 3(2) + Jy(@+y+2)35@)9,)9,(2)

@ )3(0)3(y+3)32(w+5)32(x+y) = J(@+y+2) 3@) 3y(y) Ia(e) — 912+ +2)9,(2)35(4) 54(2)

— 33(ay+) 9,(0) 30) 5() + J5(#+y+2)35(=) 9, #)9,(2)

(4)3(0)3(y+2)31(x+2)31(x+y) J5(@+y+2)95(®) 3:(4) () — 351y +2) 35(@) 53(4) 35()

= S(a+y+2) 9(@) 3,(9) 9,(2) .9, (+y+2)9,(2) 9() 5()

(5.) &(0)31(9+Z)32’(w+2’)33(x+3/)= J3(@+Y+2)95(2)31(%) 3(2) + Fx(2+y+2) 95(2) () 9,(2)
=3,(#+y+2)3(@) 33() Jy()— S(z+y+2) 3,(2) I;(¥)95(2)-

. Ein zweites specielleres Formelsystem, welches nur noch zwei von einan-

der unabhingige Variable enthdlt, ergiebt sich aus (A.), wenn man
| = tu, y =tz

setzt, wo beidemal das obere oder beidemal das untere Vorzeichen zu nehmen
ist. Die hieraus folgenden Werthe von w’, 2, y', 2’ sind nach (10.) fiir die obe-
ren Vorzeichen:

' =z+y, F=go—y, Yy =0, =0,
fiir die unteren Vorzeichen:
w =0, ¥ =0, y = —(x—y), & =—@=+y).

Ebenso kann man den Variabeln folgende vier den Gleichungen (10.) gentigende
Werthsysteme geben:

w=y, =z=24  W=z+ty, =0, Yy = —(@—y), £=0,
w= —y, t=—z, wW=0, = z—y, y=0, d = —(z+y),
w = 7, z=1Y, w = y+2, =0, y’=0: Z’=-——(y—2‘),
w=—z, z=—y, w =20, g = —+2), ¥y =9y—2, Z=0.

Die aus diesen Hypothesén hervorgehenden Formeln, welche das Product aus
einer -Function mit dem Argument #-y und aus einer J-Function mit dem
Argument #—y durch J-Functionen mit den Argumenten und y darstellen,
sind ihrer Wichtigkeit wegen in dem folgenden System von 18 Gleichungen
vollstdndig zusammengestellt.
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' (C.)
1) 530) Sy@+y) yle—y) = 53(2) 52p) + 92(@) 2() = F(2) () + 52) 32(v)
@) 30 5@+y) S(e—y) = @) 0)+ @) R(@) = 22) S2(y)+ 52() S2()
(3) 330 9x+y) Sya—y) = 3(2) 92(1)— () $2(y) = @) S2(y) — 52(2) S2(w)
(#) 350 9y(@+y) $y(z—y) = $(#) S2y)— I3(2) 3y) = (@) F2(y)— I3(x) () ,

() F0)I3+y) 5lz—y) = I*(2) 83(y) — @) HB(y) = =) $2(y) — 332) ()
(6) JP0)3@+y)3@—y) = @) 9@ — R@) @) = @) @) — (=) @)
(7)) 3%(0) Hz+Y) Sz—y) = 3°(2) 83(y) — 33(@) S2(y) = 92(=) S (y) — (@) 2 (v)
@) 30 3 &ty) Ha—y) = H@) W) — (@) R = 92) @) — @) F®H)

(9) 330 Ie+y) Sye—y) = (@) R+ 9°(@).0) = 532) S2y) -+ 2@ 920)
(10) 330 (e+y) Se—y) = $(2) R0) + @) 20) = @) ) + @) 92)
(11)  930) Sya+y) S:@—y) = 33() 92y)— R(e) 920) = H2(2) S2)— (@) 9(y)
(12)  92(0) Sy(e+y) $,(a—y) = 33(2) S2)— =) 9y) = (=) S20) — (@) ()

I

Il

I

I

l

(18)  3(0) 3,03 (= £ %@ +Y) = F(2) Jy(2) S¥) 3¥) T 3,(2) 34(=) 3, (¥) J5(¥)
(14)  55(0) 9x0)35(= 1Y) a2 TY) = $y() 5y(@) 351) ,(») + § () $,(2) 3(%) $,(»)
(15)  $(0) 95(0) S (@2 y) J(@FY) = (@) 33(2) 3(¥) 3, 5,(@) 95(%) 91(¥) G,®)

(16)  $(0)940) (21 y) S@Fy) = 5,(%) 3,(2) 9 (y) 3,(¥) + 3(2) ,(2) 3,¥) 3,(»)

(17) 9400505, +y) S(@Fy) = S(2) 5,(2) I3¥) S,¥) + F4(2) Tp() I (¥) 5,(¥)

(18)  9(0)34(0) 5,(z 1Y) Sy@+y) = 3,()94(®) I (¥) I3(¥) £ 5(=) 33(%) 3,(4) 3:(v)-
Setzt man in diesen Formeln # =y, so erhiilt man die S-Functionen des

doppelten Arguments durch J-Functionen des einfachen Arguments ausgedriickt.
So ergeben zum Beispiel die 1%, 2%, 11% der Formeln (C.) die Gleichungen

HOHE) = SO+ = S+ o))
(12) 9(0)5(0) 5(29) = () 93¢ + 93(0) K@
B0)520) = 4@ — () = $4@)— ).

Die erste Gleichung (12.) driickt Sy(«), mit der Constante 9%(0) multipli-
cirt, als Summe vierter Potenzen von Functionen des halben Arguments aus.
Fiir reelle Werthe von « und ¢ zeigt sie daher, dass ;(#) (und daher auch
J(@)) immer positive Werthe hat, und zwar mit Ausschlufs der Null, denn
sollte J3(#) verschwinden, so miifste auch 9;(4a), folglich auch Iy{4@) u.s. w
also endlich J,(0) verschwinden, was nicht der Fall ist.
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‘Wichtiger als die unter der Hypothese #=y aus (C.) hervorgehenden
Formeln sind diejenigen, welche man aus denselben fiir y = 0 erh&lt. Es sind
die folgenden vier: :

(D))

1) 52(0) 53(2) = $*(0) 9*(2)+ 92(0) 92()
@) 32(0)5%(@) = 9%(0)9%(x)+ 92(0) $2(=)
(3.) 92(0).93(z) = 93(0) S3(x)— 3%(0) H(2)
4) . 33(0) 9% (@) = 33(0) 9*(2) —3°(0) 55 (=)-

Setzt man tiberdies noch @ =0, so giebt die 1* der Gleichungen (D.)
zwischen 34(0), 3(0), J,(0) die merkwiirdige Relation

(E) 54(0) = 5*(0)+93(0)
d.h. . ,
[1+2q+244+ 2°+ )t = [1—2¢+2¢*—2¢"+ - - - J -+ 16[1 49" ¢ - - ]
Setzt man
— 5,00 V)
\/ 33\0) VE" = J5(0) ’

so besteht nach (E.) zwischen % und £’ die Relation
BF4+E? = 1.
Die Gleichungen (D.) zeigen, dass, wenn man drei der Functionen $(),
3, (@), Jz(2), J3(@) durch die vierte dividirt, von den so entstehenden Briichen

zwei durch den dritten vermittelst Ausziehung von Quadratwurzeln bestimmbar
sind. So ergiebt sich:

300) %@ (/. 50 5@
50) S “\/1 <32<0> (@)

50 3@ _ /] <:>2<o> SN
50 3@ 500) 5@

was sich eleganter so ausdriicken lifst: man kann einen Winkel © dergestali be-

stimmen , dass gleichzeitig

9.@ _ 50 o %@ 5,(0) Gs(@) 33(0)\/ <32<0i

S@ T 50 S@ . 50 Y s@ T 50 5,0))
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welche Gleichungen unter Einftihrung der oben definirten Grofsen %, &' und
der Legendreschen Bezeichnung
Ao = \1—k*sin’¢
die Gestalt
—%%g— = Vksino, %% = \/zk——,'cos?,. %% = V%;Acp
annehmen.

Die aus den Formeln (D.), (E.) gezogenen Resultate lassen sich daher in
folgenden Gleichungen zusammenstellen:

VE = 2O 2lrtele L eiety
33(0) 1+2¢+2¢*F2¢° - - -

t (18.) VF = 5(0) _ 1—2g+ 2gt— 201 - - -
‘ 50 1+20+20" 420"+
B4E =1

- $,(#)  2ygsinz —2yg®sin3z42{/gPsinsr—- -

Vising = S(@) ~  1—2gcos2x - 2¢*cos 4w —2¢° cos 6z - - -

% (@) 2ygcosz+ 2V cos 3w 4-2V/gP cos5r - - -

(14) 7T T S(x) ~  1—2gcos2z -+ 2¢*cos4x —2¢°cos 6z - - -

L pw — 93(®) 1429 cos2z -+ 2¢* cos 4z - 2¢° cos 62 - - - -

VE ¢ = S(@) ~ 1—2gcos2z+2¢* cosdx—2¢° cos 6z - - -

Durch die Gleichungen (14.) wird der Winkel ¢ selbst nicht vollstin
bestimmt, sondern nur die trigonometrischen Functionen sing, cos¢, Ap des
selben, welche bei Aenderung von ¢ um 27 ungedndert bleiben. Daher gieb
e¢in Werth von «, welcher den Gleichungen (14.) gentigt, alle iibrigen, wem
man ihn um alle moglichen Vielfachen von 2= vermehrt oder vermindert. Hier
aus folgt, dass wenn die Forderung hinzugefiigt wird, ¢ sei eine continuirlich
Function von @, man nur fir einen Werth von  das zugehdrige ¢ festgesetz
zu haben braucht, um fir alle Werthe von # die Vieldeutigkeit der Bestim
mung von ¢ zu heben. Da fiir #= 0 nach (14.) sing =0, cosp =1 Wi
so ist es am einfachsten, fir # = 0 auch ¢ = 0 anzunehmen. Man setze
fest, dass © mit @ zugleich verschwinde, so ist @ durch die Gleichungen (14
und die hinzugefiigten Nebenbedingungen vollstindig bestimmt.
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Man nehme insbesondere an, @ und ¢ (dessen Modul immer <1 voraus-
gesetzt wird) sé_z'en beide reell, so werden nach (13.) auch %, &’ reell und <1,
ebenso wird nach (14.) ¢ reell, und da nach (12.) fiir reelle Werthe von 2 und ¢
die Functionen J3(#), J() ausschliefslich positive Werthe haben, so ist in der

dritten Gleichung (14.) die Quadratwurzel Ap = V1—4° sin®¢ stets mit positi-
vem Zeichen zu nehmen. -

Nachdem die Formeln (D.), (E.) den in den Gleichungen (13.), (14.) darge-
5@ %@ @)
5@ 5@ 5@
geben haben, werden die Formeln (C.) zu der Fundamental-Eigenschaft dieser
Functionen fiihren, zu der Eigenschaft, dass die Function der Summe zweier
Avrgumente sich algebraisch durch die Functionen der einzelnen Argumente aus-
driicken lifst. ' .

Man dividire die drei Formeln (C. 13, 15, 17) durch (C. 6), so ergeben sich
folgende drei Gleichungen:

stellten Zusammenhang zwischen den drei Functionen

) 50) 30) . 5H0) %HE) %@

503,000 Szty) 3@ 3@ 3@ — 3@ I@ 3@
SO30) Skty) ECRED)
(@) SW)

3@ %0) _ 5@ $0) %@ 3%0)

5,(0) S@+y) 5@ 5@ 5@ 50) 5@ 30
50)  sexy) 3@ 50)
F@) 3°0)

3(®) 50 _ 3@ 1) %E) %0)

%(0) Sty 5@ 5@ T I@ 30) 3@ SO
SIORICICET N i@ S)
SEOREE)

(15.)

31(“3) 32(x) «33('7’)
5@ @) 5@
dratwurzeln durch den dritten darstellbar sind, so hat nach (15.) jede der drei
@) @ 3@
KIOMIIONIRIC)
L , 65

Da von den drei Briichen

je zwei mit Hiilfe von Qua-

Functionen die obengenannte Fundamental-Kigenschaft.
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1@ (@) 9;(2)

Die Gleichungen (15.) werden die fiir die Functi ;
gen (15.) tr die Functionen — @ 360 5@

gel-
tenden Formeln der Addition genannt. _ :

Man fithre nach (13.) die Gréfsen %, & ein und nach (14.) den von @ ab-
hangenden Winkel ¢, ferner seien ¢, ¢ die Winkel, welche resp. von y, -y
ebenso abhangen wie ¢ von @, sodass

_ 5@ ) _ 3,(z+9)
Vi sing = S@ VEsing = Sw) VE sine = ;(T—{—y_)—

T 5@ 0 F 3y(@+y)

(16.) \/Fcoscp = 5@ ?coqu = S0 ‘/Fcosfs = SEty)
I TR 1C) RN 1) LR/ \ G )
N O BV J ST ) B, S T R ) R

dann erhalten die Gleichungen (15.), mit dem oberen Zeichen genommen, fol-
gende elegante Form:

sing cosy Ad-|-singcose Ay

{ sine =

1—k®sin®¢ sin? ¢
(17) 0BG = cospcosy —sinesind Ag Ad
’ ; 1—F®sin®o sin®*¢
As — Ao AY—Ek?singsind cos ¢ cos¢ ,

\ 1—7%?sin® ¢ sin®¢

Formeln, von welchen die beiden ersten fiir £ = 0 in die Additionsformeln der
Trigonometrie iibergehen. Ein reichhaltiges, den Gleichungen (17.) &hnliches
System von Formeln ldfst sich aus den Formeln (C.) ableiten, wobei ich indessen
nicht verweile, da bereits im § 18 der Fundamenta eine Sammlung von Formeln
dieser Art mit grofser Vollstindigkeit gegeben ist.

Wenn fiir eine Function ein Additionstheorem im Sinne der Gleichungen’
(15.) besteht, so lifst sich der Differentialquotient der Function algebraisch
durch die Function ausdriicken.

Man differentiire die Gleichungen (15.) nach y, setze nach der Differen-

dsl(@ fir =0,
dz

tiation y = 0 und bezeichne mit 39;(0) den Werth von

dann erhilt man:
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d 5@ 30)H0) HE) %@
& 5@ 5050 5@ S@)
d 5@ 50910 =) 9@
dz 5@~ 5(0)%0) S@) @)
a 3@ _ 32(0)3;(0) Sy() 32(“')
dx 5@) 500 33(0) S@ S

Fiihrt man nach (14.) den Winkel ¢ ein, so geben die drei Gleichungen (18)
tibereinstimmend :

do  55(0)91(0) © »
& = 5050 7
33(0)3’(0) __de do
3050 T T T Vicraws
wo, fiir reelle Werthe von o und %, Ap = V1—A#®sin®¢ den positiven Werth
der Quadratwurzel bedeutet. Integrirt man und beriicksichtigt, dass # und ¢
gleichzeitig verschwinden, so ergiebt sich:

3HO%HO
@9)
19 5(0) 5,(0) 32(0) f \/1——7‘;2sm2
Die rechte Seite von Gleichung (19.) ist bekanntlich das elliptische Integral
erster Gattung, ¢ die Amplitude, & der Modul, % der Complementarmodul.
Der constante Factor
5,0 3(0)
5050
mit welchem & multiplicirt dem Integral erster Gattung gleich wird, lifst
sich noch vereinfachen, wie im folgenden Paragraphen gezeigt werden soll.

4.

Der blofse Hinblick auf die Definitionsgleichungen

Sy(#) = 14-2gcos 2z 2¢* cos 4x + 2¢° cos 62 - -

S(z) = 1—2qcos 2z 29*cos 4z —2¢° cos 62+« - -

und o
‘ 9,(x) = 2V/g cosz -+ 2V/g®cos 3z 2V/g® cos 5z - - - -
der Functionen 9;. 9 und 9, zeigt, dass, wenn man in den Functionen J; und 3
65%
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die graden Glieder von den ungraden trennt, jede dieser Summen fiir sich
wieder eine S-Function ist, in welcher indessen # und ¢ durch 22 und ¢* ersetzt
sind, und zwar ist die Summe der graden Glieder gleich 3;(22, ¢*), die Summe

der ungraden Glieder gleich J;(2#, ¢). Man hat also die beiden identischen
Gleichungen:

(20.) 33(3779) = 33(2x7 q4)+32(2w)q4)

J@q) = I5(2%, %) — 5,(22,4%).
Diese Werthe von J;, 3, in die dritte Gleichung (12.)
33(0). 3p(22) = 95(2)— 5*(@)
eingesetzt, filhren, wenn man zugleich @ fiir 2o schreibt, zu der Gleichung:
L) 300,0) 3,@0) = 83, (2,4 34(2, ) [3@,0) + 3@ 4],

. T ° . 3 s .e :
aus welcher, wenn man # um ‘5 vermehrt, eine #hnliche Gleichung fiir die

Function 3;: |
(21%) 3300,9) 5, 9) = 89,(=,0*) 3 (=, ¢*) [9*(2,¢) + 55 (2,9M)]

hervorgeht. Die letzte Gleichung giebt, wenn man sie nach # differentiirt und
dann @ =0 setzt:

(22) 53(0,9) 31(0,9) = 83%0, 9% 91(0,49-
Andrerseits ergeben die Gleichungen (20.), (21.) fiir 2 =0:
33(07 Q) = 3'3(07 24)‘{"32(07 q4)
3(02 Q) -33(07 Q4)—33(07 q4)
35(0,9) = 89,(0,¢%) 35(0,¢4) [53(0, ¢*) + 93(0, 4],

also, wenn man das Product aus den letzten drei Formeln bildet und dabei die
Relation (E.)

[

53(0, ) — 93(0, ¢*) = 3*(0, )
anwendet : N
(22%.) 95(0,9) 95(0,9) $(0,9) = 83%(0, ¢*) $,(0, ¢*) 9,5(0, 4*)- V
Man dividire beide Seiten der Gleichungen (22.), (22*.) durch einander, so
ergiebt sich:
31(0,9) (0,49

90,0 50,0) 550,9) 50, ¢ 50,49 50, ¢’
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d. h. die Functioy
‘) = 5100, 9)
30, 9) 3,(0, 9) 9,(0, )
hat die Eigenschaft, unveréindert zu bleiben, wenn man ¢* fir ¢ setzt.
Indem man dies Resultat wiederholt anwendet und berticksichtigt, dass,

da der Modul von ¢ kleiner als 1 ist, ¢" fir n =00 zur Grenze Null hat,
ergiebt sich: '

(@) = &(0).
Aber fiir ¢ =0 ist, wie leicht einzusehen, die Function £ der Einheit gleich,
daher fiir jeden Werth von ¢: '

£ =1
oder

(28.) 5100, = 3(0, 9) 9,0, ¢) 3,(0, g)-

Diese wichtige Relation reducirt den constanten Factor, mit welchem # in
Gleichung (19.) multiplicirt ist, auf 92(0), sodass diese Gleichung jetzt in die

folgende tibergeht: .
; . 2

?
19%,) ' 20.9{:-——‘/‘——“.
(19%) ' () o V1—Fk*sin?¢

‘ 5.

Wihrend # dem unbestimmten elliptischen Integral erster Gattung pro-
portional ist, hdngt der constante Factor, um welchen sich # davon unterschei-
det, von dem vollstindigen Integral (intégrale compléte) ab, d. h. von dem in-
nerhalb solcher Grenzen genommenen Integral, dass die unter demselben ste-

hende Function \/1—_7% alle Werthe bekommt, deren sie fiir reelle Werthe
—R/"8In° o

von ¢ fihig ist, was der Fall ist, sobald die Grenzen um {x von einander ver-
schieden sind. Es soll aber, wihrend bisher g ebensowohl imaginiir als reell
sein konnte, wenn nur sein Modul <1 war, von jetzt an die Untersuchung auf
reelle Werthe von ¢ beschrinkt werden.

T

Da fur @ = % die Briche 1@ na T2 i wWerthe S50 _

5@) S@) S0y VE
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und 0 bekommen, so geht aus den Gleichungen (14.)

s 5,(2) 3 Jy()
V sin ¢t = S 7008 = )
hervor, dass fiir @ — %
sing = 1, cos © =‘O

werden. Daher wird ¢ gleich -;- oder von diesem Werthe um ein ganzes Viel-
faches von 2r verschieden, also
¢ = (4n--1) l;_
Wo % eine ganze Zahl bedeutet. Es lafst sich aber leicht beWeisen, dass # = 0 ist.
Man setze in (21.) # = 0 und bilde den Quotienten aus beiden Gleichun-
gen, so ergiebt sich:
(%, 9) Jo(2, 4*)
WQT = J9(0,¢%) e
wo der Ausdruck
 — 33(x194) . 33(-77; 94)+33(x)q4)
: J3(0,4%) 950,04 + 5300, 65

ein fiir alle reellen Werthe von & und ¢ positiver Factor ist. Die Function

gg(x)gz
J2(0, 9)

behilt also ihr Zeichen, wenn man ¢ durch ¢* ersetzt. Durch fortgesetzte An-
q q g

wendung hiervon, und indem man berticksichtigt, dass sich ¢™ mit steigendem
m immer mehr der Null nihert, gelangt man zu dem Ergebniss, dass die obige
Function gleiches Zeichen mit

Jp(, 3)

5,(0,8) |
hat, wo & unendlich klein ist. Aber fiir ein unendlich kleines d ndhert sich
dieser Bruch der Grenze cosa, folglich hat, Siir alle reellen Werthe von 2 und q,
Jo(®) das Zeichen von cos .

Bei Vertauschung von # mit %——w geht (@) in (@) und cosx in

sin tiber, daher ist in dem obigen gleichzeitig das Ergebniss enthalten, dass
(@) das Zeichen von sinz hat.
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Da ferner J@) fiir

reelle Werthe von x und
schliefst man aus den beide

n Gleichungen :

VEsing — —%(%); \/kz,cos',o — 2@

dass sing das Zeichen von sinz und ¢
was, da ¢ mit 2 zugleich ver
demselben Quadranten, wird als

Man kann also in (19%)

¢ immer positiy ist, so

- 0s¢ das Zeichen von - cos® hat, oder,
"iel- schwindet, dasselbe ist - ¢ liegt mit % immer in
0 mit gleichzeitig — T, T, $m etc.

2z und ¢ gleichzeitie = E’t setzen und erhilt

ist.
un-

T

El d
33(@.% = fo R

Vi—isin®e
ndamenten, das volstindi
eben bewiesenen Gleichun

Wenn man, wie in den Fuy
zeichnet, so hat man nach der

ge Integral mit K be-

g:

n |
B ft_d Fl+togpop .
. o Vi—Fisini 2

was in Verbindung mit (13.) die drei Gleichungen

2K - 2K 2K%'
M=V o= VIR ) o

kis
liefert. —

Man kann jetzt o als Funct
auchen. Bezeichnet man mit Le
elliptische Integral erster Gattung, so ha

on von g, % b(;stimmen, ohne q dabei

gendre durch F(p) das unbestimmte
t man nimlich

2u gebr

3¢ f ¥ a
n. Jo Vl*kzsinz I €
i R
f ) deo .
0 V:miﬁT@ '
h

-Die bisher
fassen:

Die vier in § 1 definirten S llen solche Relationen, dass
man die Amplitude ¢, den Modul % und dep Complementarmodul %’ als
Functionen von 2 und ¢ durch dic sechs gleichzeitig beﬁeﬁgﬁﬁeﬁ?Bieichungen,
(13.), (14.): e

gewonnenen Resultate lassen sich folgendermafsen zusammen-

-Functionen erfii




520 THEORIE DER ELLIPTISCHEN FUNCTIONEN

Vi = 2O _ Vet eV@ o0+
35(0) 1+20+2¢5F2¢°+---

7 3(0) I ) s i

50 T 122t 27

VFsing = 3(®)  2ygsinz —2y¢sin3z 4 2VgP sinsz—- . -
YT S(x) ©  1—2gcos2z-2g*cos 4z —2¢°cos bz |- - -
\/Ecos _ %@  2ygeosz 4 2ygPcos3z+ 2V/gB cos 5zt - - -
R T S(@) = 1—2gcos2z+2¢*cos 4w —2¢°cos bz |- - -
1 Ao = NNE) __ 14-2gcos2z -+ 2¢*cosdx 4-2¢° cos 6z - - - -
Vi ¢ = S(@) ~ 1—2qecos2x - 2q*cosdz— 2¢° cos 6z - - -

und die Bedingung, dass ¢ mit # zugleich verschwinde, definiren kann. Dann
lafst sich aber umgekehrt @ als Function von ¢ und % durch die Gleichungen

(24.) 2Kx

T
© —_—
¥ d(? f2 d(P
= F = f — K = —_
(#) o V1—Z%sin®o o V1I—E®sin®o

darstellen, und man hat iiberdies:

VEE — 50
(25.) \/gf—k 54(0) = 2{/§+2\‘/f+2§/§=—5+---

\ \/zifz—“— = 5(0) = 1—2¢+2¢*—2¢°+---

14294204 4-2¢°+ - - -

Il

die inverse

SR .. . 2
Im Folgenden werde ich, wie in den Fundamenten, mit am

Function von F(g) bezeichnen, sodass aus 2By F(p) umgekehrt ¢ = am—z—?
~ folgt. ‘
6.
Es bleibt jetzt noch die Aufgabe zu lésen, ¢ als Function von % zu be-
stimmen.

Durch die Gleichungen (25.) sind K, %, £’ als Functionen von ¢ definirt.
Man setze in denselben ¢* an die Stelle von ¢ und bezeichne mit K, &,, &; die
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Grofsen, in welche alsdann K, %, 4’ tibergehen.
die fiir 2 =0 in (20.) enthaltenen Gleichungen

J5(0,9) = 9,(0, ¢¥) + J2(0,¢%)

' - J(o, q) = 33(0794)—32(0794)
unter Benutzung von (25.) in die

Dies vorausgesetzt, so gehen

folgenden tiber :
VE = (14+VR)VE,
\/W = (1*\/75;) \/EJ
aus welchen
= 11—\ = 1—\VF
P 2 V= i
W= VR Ry
Das hierdurch gewonnene Resultat lifst sich auch so aussprechen :

Man bestimme aus dem Complementarmodul % eines gegebenen Moduls
£ einen neuen Mody] %, durch die Relation

‘hervorgeht,

— 1—\E’
]ﬂ == pmenll
VEs TV
so stehen die zu den beiden Moduln %, %, geh
K, K, in der einfachen durch die Gleichung

K = (14-VE) K,
angegebenen Relation. Aber die zwischen %' und k,
eine reciproke. Hieraus folgt, ddss wenn %]
Operation, welche %, aus % ents
her die Gleichung

Grigen vollstindigen Integrale

bestehende Beziehung ist
der gegebene Modul ist, dieselbe
tehen lilst, von %, zu &' fihrt, Man hat da-

K = (14+\Fy
oder

) |
K’ = __.“‘K’-
A-+yE): Tt

. e 14
0 zwischen K und K, und swischen K’ und K,

Aus den beiden Relatione
ergiebt sich :

B = VYt VR =
oder, da

A+VEYA+ V) = 2
66
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K4 = 4_I£’_.
ya K

. K A . ‘ .
Sieht man = als Function von ¢ an, s0 hat diese Function also die
durch die Gleichung
funct (¢*) = 4 funet(q)

ausgedriickte moenschaft eine Eigenschaft, welche sie mit dem Logarithmus
gemein hat, da

| Ig(¢*) = 4lgq.

Bezeichnet man mit ¢(g) den Quotienten aus beiden Functionen, setzt also

Kl
b(g) = gq,

so hat daher ¢(g) die Eigenschaft, unveréindert zu bleiben, wenn man ¢* fir ¢
setzt, und hieraus folgt wiederum durch Wiederholung dieses Schlusses, und
indem man ¢(0) mit ¢ bezeichnet:

Klggq _
(26.) —K,- = C
Um den Werth der Constante ¢ zu ermitteln, betrachte man die Werthe
von K und K’ fir unendlich kleine Werthe von g, fiir welche zugleich 4* un

endlich klein wird, und zwar so, dass

ist. In diesem Falle néhert sich K der Grenze %, dagegen wichst

T T

K = f 2 deo [ de
o Vi—k%sin%o 0 coso\14+Atgle

wegen der in der Nihe von ; gelegenen Elemente des Integrals ins Unendliche.
Nach der erhaltenen Gleichung weiss man bereits, dass K’ proportional lggq

oder, was dasselbe ist, proportional lgz unendlich werden muss; aber es muss

ermittelt werden, mit welcher numerischen Constante lg% zu multipliciren ist,
damit fiir unendlich kleine Werthe von % das Verh#ltniss des Products zu K’
der Einheit unendlich nahe komme. Indem man

) 1 11
tg'y = —p——1 =

cos®o 2 1—sing ' 2 1-+sing
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in K’ substituirt, ergiebt sich
‘ 1 . 1

Vifrkttgio \/ T 1

1
B — > O P
1+ 2 1—sino k (1 2 1-|_sin¢?)

oder, wenn man

—r_1
2 1tsing
b= i ' :
1+ 2 1—sino
setzt: : . : .
! = 1 PN
\/1+792tg2<p \/1..'._1 72 (1 PJG)
2 1—sing
T 1., 1.8 .,
= \/1 L= R e L e R {
T% T=sing
: Hier ist p eine Grofse, welche von ¢ = 0 bis ¢ = —;5 immer kleiner als
1 bleibt, daher ergiebt sich:
' b
1 1.3 El .
K = 1+§‘P'1752+2—4'P'2k4+--.}f2 df = )
. 0 A
oS¢ \/H_ 2 1—sing
WO {4, Po... Factoren sind, welche zwischen 0 und 1 liegen. Das auf der
rechten Seite dieser Gleichung stehende bestimmte Integral findet man nach den
gewohnlichen Regeln der Integralrechnung
1 VITIR—VIfR
| SVITiR © ViFiRfVigie
welcher Ausdruck fiir unendlich kleine Werthe von % unendlich wenig von
lg% und somit auch unendlich wenig von '

—+lgyg
verschieden ist. Man hat daher
L}—_o' Y < ‘ e :
Hieraus ergiebt sich
B i
) C = —T,

66 *
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Die hier angewandte Analyse®), um K’ fiir kleine Werthe von % in eine
Reihe zu entwickeln, ist die ndmliche, welche 1750 Euler im zweiten Theil

*) Eine andere Methode » um dasselbe Ziel zu erreichen, ist folgende:
Indem man in das vollstandige Integral K’ fiir © eine neue Variable

z = ktgo
einfiihrt, erhslt man

feo)
dz

o VAT (E 1oy

Es sei o eine Grofse, welche mit % gleichzeitig unendlich klein wird, doch so dass é ebenfalls unend-

K =

lich klein ist, was zum Beispiel stattfindet, wenn o — Vi gesetzt wird. Dies vorausgesetzt, theile man
das Integral in ein von 0 bis @ und ein von a bis co genommenes und bezeichne mit

b
M f(a)

einen zwischen dem grolsten und kleinsten Werthe von /(%) innerhalb der Grenzen i=uga, 5 =10 liegenden
Mittelwerth, dann ist nach einem bekannten Satze iiber bestimmte Integrale

K' =

fa dz 4 \/‘“’ dz

1

@ " ©
f d“z - M —1__< +f dz -ﬁ' 1 ’
o VER 22 o VIgat o ViFz2 o \/1+_7af

also, wenn %, « und L2 zugleich unendlich klein werden, bis auf eine unendlich kleine Grosse
%

@ dz m dz
K' = f ,h—*::—i— ”—-"—_‘2. 7
o VARt 2 o #VIt+z

. . 1
oder, wenn man im ersten Integral z = Zw, im zweiten z — -, setat:

o ' 1
- K - a d@{_+f7; du
o V1tu? o Vitu

Da aber bekanntlich ’

C e

u v -
; du . e —-
fo Vg~ BeHVIFd) =lgutig(1+Vi+ L)

ist, so ergiebt sich

K =lg g+l +lg(1+V14 B 4 g0 viTFa,

es ist also, wenn ¢ und * unendlich klein sind, X’ unendlich wenig von lg-;— verschieden
o

B.
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. der opuscula varii argumenti p. 161 auf das elliptische Integral zweiter Gattung
angewandt hat. -

Aus der Gleichung
’ Klgg _
K’ S a
folgt
(27) g=c *, ;
und hiermit ist die Aufgabe, ¢ als Function von % zu bestimmen, gelost.
"Die erlangten Resultate kénnen jetzt so ausgesprochen werden, dass man

von dem elliptischen Integral erster Gattung ausgeht, und zwar folgendermalfsen:
Es sei

wo o
? dy ¢ deo ~
F(g) = fo Z:% = . —\/—li—_ﬁ;‘ﬁj | (0<k<1)
das elliptische Integral erster Gattung mit dem Modul % ist, so setze man
¢ als Function von % betrachtend,
© = amu.

Dann hat man, wenn K, K’ die zu dem Modul £ und dem Complemen-

tarmodul &' = V1—A&° gehdrenden vollstindigen Integrale sind,

T ke

o = ;
KY = f ? _":‘..‘—i‘i.__ b I(’ = ) "“:7__1—{;‘3_—‘:_—’
o V1—TF?sin®e Yo Vl—k’“sinch
und wenn . ,
e U 2Kx -
— g o . el
q e ; z IE oder u —
gesetzt wird:
- 2Kz 2v/g sinz— 2y/¢° sin 8z 4 2{/g¥ sin 5z — - - -
VE sin am =  1—2q cos2z--2¢%cos 4z —2¢°cos 6 + - - -
& 2Kz _ 2ygeosz—+2Vg° cos 3z 2V/q™ cos 5z - - -
B0 T T T o0 cos 22 L 2¢* cos 4z —2¢° cos 6z -} - - -
1 A 2Kz 14 2gcos2x - 2¢* cos 4z 4 2¢°cos b6z - -
VE' Aam — = 2q cos 22 -+ 2¢* cos 4x — 2¢° cos 6z - - .
und és gilt fir die Amplituden
p 2K 2K (x
¢ = amy == am~2~Kx, ¢ = amy = am 4, 5= am (u-Fv) = amm;(_—_!:l)
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das Additionstheorem :

. N — Sinameucosamy Aamv---sinamo cosamu Aamu
sinam (4 4v) = T 7esin? —
sin? amu sin?amv
cosam# cosamv —sinamu sinamo Aamu Aam v
1—Fk?sin®am « sin? am »

cosam(u+v) =

Aam(u-v) — Aamy Aamo—k*sin amu sinamo cosam » cosam o
N 1—Fk*sin*amu sinamv ’

welches man auch durch die Glei«ihungen
F(s) = F(e)4-F(¥)

sing cosy A +sind cosw Ay

sins = : %
) 1—Fk?sin? @ sin?¢
cos cospcosb—sinesind Ag Ad
. 085 == : —;
: 1—Z%%sin® ¢ sin® ¢
2 q1 1 !
As — Ao Ay —E?sin g siny cos ¢ cosd

1—£%?sin? o sin?¢
darstellen kann.

7.

Dem nachgewiesenen Zusammenhange zwischen den - Functionen und
dem elliptischen Integral erster Gattung soll das entsprechende fiir die Integrale
zweiter und dritter Gattung hinzugefiigt werden. Da die Variable 2 der S-
Functionen dem Integrale erster Gattung proportional ist, so werden die Inte-
grale zweiter und dritter Gattung im Folgenden als Functionen des Integrals er-
ster Gattung von der nfmlichen Amplitude betrachtet.

Wihrend zu den bisherigen Entwickelungen die Formelsysteme (C.), (D.),
(E.) hinreichten, ist es jetzt nothwendig, zu dem System (B.) zuriickzukehren.
Die erste Formel dieses Systems ist

(@ +y=+2) $(2) $(y) $(&) + $1(@+y+2) $,(#) $,(9)9,(2) = 3(0) (y+2) S(z+2) S(z-+y).
Differentiirt man diese Gleichung nach #z, setzt alsdann z =0 und be-
nutzt das §4 (23.) gewonnene Resultat
310) = 3(0).9,(0) 55(0),
50 ergiebt sich:

@ | Y  Je+w : 5 @) 5,(») S@+y)

S0 T 5w T SeT — HO%OS S Serg
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-also,. wenn man

(28) ‘) — alg 5 (x) _ (@) . 3]’2qsin2x-4g4sig_¢x+6q9sin6x—---]
8.) L(z) = az T S@ 1——2qcos2x—]—2g4cos4x——2q9cos(§x+-~~
setzt:

) 3 3 1
(29.) L@F L~ +y) = 9,(0)3,(0) %s&) “%3%)'

* Die Function C(#) steht mit dem elliptischen Integral zweiter Gattung im
genauesten Zusammenhange. Man differentiire (29.) nach g, und setze alsdann
Y =0, so ergiebt sich: . '
9,(%) 1 §2K VE S(#) |2

O = 10050 555 = 1V

(@) = M

dz
Fihrt man an die Stelle von # die Amplitude

L = am-

™

ein, sodass
2Kz

™

2K

©
) i
o V1—TZsin?o

so wird '
Y0)—C@) =
LL(0)— 2 (#)]dz
also integrirt:
L(0). z—4(x)
Setzt man nach Legendre
L)
so ist
ksin?o
S Bt b = Py B,

also .
(80.) C).2—t(z) = — [F(¢)— E(e)].
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Hieraus ergiebt sich der Werth von {'(0), indem man # = % setzt, woraus
ergiebt. Da ferner nach (28.) () fir # =2

2
260 = 2}r()-2()}

Bezeichnet man nach Legendre das vollsténdige Iﬁtegral zweiter Gattung mit

w

sich zugleich ¢ = N

verschwin-
det. so wird

Ul
Ef = f‘Ac?dzp
0

und der Uebereinstimmung wegen zugleich das vollstindige Integral erster Gat-
tung K mit

% deo

o Ao’

. ’ Fr —
so ergiebt sich |
£(0) = 45 L (F—E).
_ Dieser Werth, in (30.) eingesetzt, giebt

L) 5l =FE@—EFy.

Man bezeichne wie frither mit ¢, s die Amplitu&en von 2Ky, 2K@+y) , SO
i ™ ™ e
hat man die drei Gleichungen ’

t(x) = F'E(g)—E*F(9)

i) = FEY—BFW

T

T ety = FEG)—FF@).

b

Diese Ausdriicke substituire man in (29.), so geht diese Gleichung in

FE(e)+-EWW)—E (c)]%—- E*[F(9) +F(4)—F(s)] = F*i*singsin¢ sins
‘oder, da '

. Fo)+F§)—F@) =0
ist, in : '
(82) . E(o)+E(Y)— E(s) = k*singsin¢sins

iber. Dies ist das Additionstheorem der elliptischen Integrale zweiter G‘raﬁtﬁhg.
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~ Man multiplicire (31.) mit

1

und mte‘rnre, S0 erg1ebt smh

S@ _ (*FE(@4)—E F(g)
Igﬁ(o) f FrAp de

¢ F1E(9)— B1F(o)
[ TR E e 4
5(z) = 9(0).¢”° e

eine Gleichung, welche die Function J(#) vermittelst der Integrale erster und
zweiter Gattung darstellt.

Die Gleichung (29 . fithrt auch dazu, die Integrale dritter Gattung vermit-
telst der 9-Functionen darzustellen. Man setze in (29.) y=a und y = —gq
und bilde die Differenz beider Resultate, so ergiebt sich:

_ 5@ %@ (9,@4a) | 5@—a)
3@) 3@ (S@+a) T S—a)
Nach (C. 17) geht diese Gleichung in

(a—x) 31(0’)‘32(“)3’3(“) 3%(.’)3)

2@+ Lr—a)—L(z+a) = 5,(0)5,(0)

@) ST = WSt TSty
tiber. 'Wendet man auf den Nenner der rechten Seite (C. 6) an und setzt
2Kz 2Ka
© = am » o = am »

' T T :
so verwandelt sich die Gleichung in:
H@)
3(6-—-23) — 52(0 (@) Iy(a) 33(“’) )
@+ T — YOG S e Y@ 5@

3%(a) 9%(=)

_ I2sin% g

1—Z2sin?a sin® @

Indem man mit ng— doe = —Z%

e dla—x) ¢ k2sin2e de .
xs(a)_t_ﬁi]g 3(a+x) = sinacosa Aaj; (1—%®sin%« sing) Ag

1. 67

multiplicirt und integrirt, ergiebt sich:
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Die rechte Seite dieser Gleichung ist das elliptische Integral dritter Gat-
tung in der in den Fundamenten eingefiihrten Gestalt, welches ich mit (e, a)
bezeichne, und in welchem der von Legendre mit » bezeichnete Parameter
durch —#°sin®a ersetzt ist. Die Formel
? I*sinu cos e A sin%o dw J(e—2z)
G4)  Ilen= fo (1—7®sin% sin’o) Ao ORI L Fy ey

ist die Fundamentalgleichung fiir das Integral dritter Gattung. Durch dieselbe
wird die von drei Variabeln ¢, a, # abhangende Function II auf Functionen von
zwel Variabeln und, wenn ¢ und a reell sind, von nur zwei reellen Argumen-

a

ten zurlickgefiihrt.
Aus (34.) folgen mit grosser Leichtigkeit die Haupteigenschaften der Inte-

grale dritter Gattung. Man setze @

™ T .
= 5 Woraus ¢ = folgt, so wird

T

11(3) = $0 = Fr0— T,

wodurch das vollstindige Integral dritter Gattung auf die vollstéindigen und die
unbestimmten Integrale erster und zweiter Gattung zurtickgefiihrt wird.

Vertauscht man in (34.) die Amplitude ¢ mit dem Parameter « und sub-
trahirt beide Resultate von einander, so ergiebt sich:

@)  1I(s 'f-)——H(ayﬁ? = zL(a) —al(®) = F(9) E())—E(¢) F(a),

worin das Theorem von der Vertauschung der Amplitude und des Parameters

enthalten ist.
Wendet man (34.) auf die drei Amplituden

o 2E@+y)

Ky

2Kz
© = am

7
s

5 Y = am-—>=, 6 = a

an und schreibt $(@—a) fir S(a—a), so ergiebt sich:

TI(s,%) ='¢x:(a)+%1g‘§’%i‘%

CoN 110 Hy—a)
H(%”’)—'yg(a)_!_‘z'l 3(y+a)

g SEFy—a)
(o) = E+95@) + 1S ara .

*
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und hieraus:
’ e : e 3@ I (y—a)F(@+y+a)
—_— = 1 .

M. A+T10 A—T1e0) = $ 5000 5 Fase v
Den aus 3-Functionen zusammengesetzten Quotienten auf der rechten
Seite dieser Gleichung verwandelt man mit Hiilfe der bereits oben angewandten,
dem Formelsystem (B.) angehdrenden Gleichung L
30)3(y+2) $(x+2) 3@+y) = S@+y +2) 9=) 9(9) () + H1(@+Hy+2) 3,(2) 3,(9) 9,(2)
in einen nur von der Function sinus amplitudinis abhangenden Ausdruck. Man

setze némlich 2 = —a und 2 = q, und dividire beide Resultate durch einander,
so ergiebt sich, wenn man iiberdies '

d=wmE iy, a—wmE iyt
setzt: : .
. _ 31(a) Sl(x) 31(3/) 31("”"1’?/"—“) :
Ho—a)S(y—a)S(zt+yta) _  J(@) (@) I(y) S(@+y—a) 1—k*sinasinosingsind

SETaSUFOSEty—a) | (05, 5,0) S@tyte) i+ ksmasingsinsin A

50 5@ 5 () Setyta)

und hierdurch geht die oben erhaltene Formel in
TL(er )+ T )= TLG:) = 1181 i i s i s 4”
F(4) = F@)—F(), FUA) = F@)+F@)
iiber, worin das Additionstheorem der Integrale dritter Gattung enthalten ist.
Einen #hnlichen Satz giebt es fir die Addition der Parameter a bei un-
verinderter Amplitude. Diesen kann man vermittelst des Satzes (35.) von der
Vertauschung der Amplitude und des Parameters aus (36.) ableiten, indem man

2K(a+b
o = alm_.z_'@._', B — alnE;K_Zz, ’ v = am___.(___.!‘___l

—
T T y

(36.)

setzt, sodass
F)+F@)—F() =
ist. Die Gleichung (35.) ergiebt ndmlich:
(e, = T1(%9)+ F(e) E(@) — E(9) F(w)
TM(e.p) = 1G9+ FOE@R—E@FEP)
I[e,) =TI o)+ F() EQ) —E@ F(@),

67%
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und hieraus folgt:
gH@®+H@@—H@@
(e )+ T(e, H—TI(, 1) = l +F () [E(2)+ E@) —E®F)]
—E(0)[F(a)+F(B)—F()].
Aber nach (36.) ist OFO+FEH—F)]
II(e, )+ T1G, o) —TII(r, 0) = ilg 1—72 smasmﬁsmw sin @

14-k*sinasinfBsingsin @’ ’
F(®) = F()—F(y), F(@)= F@)+F(y),
wihrend nach (32.)

E(@)+E(R)— E(~{) = k*sinasinf siny,
folglich ergiebt sich :
— k?sin sin B sin ¢ sin @

(o065 LoD+ LD —T1(o ) = bl o SRE ST LD 4 o o sinsiny (),
F) = F@+FP), FO®) = F—T(s), FO)= F@)+F(v)
als Theorem von der Addition der Parameter der Integrale dritter Gattung.
* Schliesslich mogen die Theoreme (17.), (32.), (36.) von der Addition der

Amplituden fiir die drei Gattungen der elliptischen Integrale zusammengestellt
werden. Es sei

df.o

Fo)=J &

, Ap = \1—%%sino,

() =f'Ac.odao,
0

[ . .
"k*sina coso Ao sin?e do J(a—x)
H(w,a) - (1—Fk*sin®u sin® o) Ao =285 S(at+x) S(a+z)’

und man bestimme aus den beiden Amplituden ¢, ¢, eine dritte ¢ den Glei-
chungen
. . sino cos Y AY 4-sin ¢ cos o Aw
Sing = T = —
1—k*sin® o sin®¢
€08 © cos§ —sinw sin & Ao AY
1—Z%*sin®o sin?d
Ao Ay —Esin ¢ sin § cos ¢ cos ¢
1—k? st'; sin?¢

CO0Sc ==

As =

gemifs, so hat man:
Flo)+ F) — Fe) =0
E(e)+ E(Y) — E(s) = k*singsin¢sino

: 1—Zk?sina sin ¢ sin¢g sin 4
(e, 0+ 114 0)—11(s52) = 31g 1+]»2 sinasin o sin ¢ sin 4’
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F@ ~7F<’a‘>, | F(A') F(c)-{—F(a}

PO+ PW)—PE)
ebrmsche und logarithmische Functionen von sin ¢ und sin 9 '

8. o
und (B.)§3 sowie die aus den letzteren hergeleite-
2 § 7 sind von so grofser Wichtigkeit fiir die Theorie
dass es zweckmilsig ist, auf dieselben noch einmal
zuruckzukommen um alle Formeln derselben Art, welche zw1schen S5-Functio-
nen moghch sm-d, in einem vollstéindigen System derselben vor Augen zu haben.
' ‘ nd die Fundamentalformeln -aus welchen alle Re-

(A. 1, 2, 3, 4) ergeben sic:h: die Vvier Producte
( ) Sa(e) fiir @ =0, 1, 2, 3 als lineare Ausdrlicke der vier
) Su(@) Sa(y ) -S"a‘( ') fiir dieselben Werthe« von a, ?und zwar be-

men von vier ‘andererr Producten aus S—Iunctlonen erhalt man aus den For-
‘meln (A 5, 6\ (A. 7, 8), (A. 9, 10), (A. 11), sodass man das auf diese
’Welse gewonnene Resultat in fﬁnf Systemen von je vier Formeln auf folgende
Art darstellen kann:

Man verstehe unter A, g v 1roend eine Permutation der Zahlen 0, 2, 3 und
‘-befiéi’ehne‘ mit I’V, X, Y, Z eines der in der nachstehenden Tabelle enthaltenen
Systemevonw.el aus 3-Functionen gebildeten Producten
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(F.) .
w | X ' Y | Z
(1) [95() 94(@) 33@&3@)* () 5@) 9(1) 3(2) [90) 34(2) 8,(0) 32<e> 3,(w) (@) 9,(9) 3,()
(2)[5(w) $(@) & (J)~3(Z)!33 w) 34() S () $(2) |9, (w) $,() 32(/)30(3) I5(4) 35(2) $,(y) 3,(2)
(8) |95(19) 95(2) 33(0) 95(2)|9:(10) $,(@) S5() 54(2)|S (1) S () 31(9) 9,(2)51(w) $,(%) S () S(2)
() 13 () $(2) 3,() 35(€) 35(w) 35() 5 (9) (2) |9,(w) 3,(2) Ty(4) 34(2)| 34(10) 3,(@) 3,(9) 3,(2)
(5) 9,(10) 93(%) 3,0) 3,(2) 200 3,(2) 54(9) 9,(8)| 3, (19) $(2) 3 () $,(£)] 91a0) 5p(®) 1) 3,)
und mit W', X', ¥, Z' die nimlichen aus den Argumenten w’, #’, Yy, 2" gebil-
- deten Producte von J-Functionen, so bestehen zwischen den beiden Systemen
von vier Producten die Relationen:
W= WA+X+Y+ %, 2X'=W+X—Y—Z
2Y = W—X+Y—7, 272 = W—X—Y+Z.
Aus diesen 4.5 =120 Relationen konnen 5.12 = 60 Gleichungen gebildet
werden, in welchen auf der rechten, wie auf der linken Seite nur zwei Producte
von J-Functionen stehen.

Mit Hilfe von (F.) lafst sich das Formelsystem (B.) zu einem System von 13
Doppelgleichungen vervollstindigen. Fithrt man zur Abkiirzung die Bezeichnungen
S§=a4Yy+4 L=y+z 5=2+z, L(=uaz+y
ein, so ergeben sich folgende 13 Doppelgleichungen :
f'G_ )
(1) 85(0)95(5) 33(0)95(0) = 35(8)95(2) S5 (%) 542} — 5,() (@) $1#) 9,(6) =3 (5) (=) § (y) (&) + 95(8) S() I,y
(29 3'2(0)\J Q(E) Zﬁ"ﬁ)w 3( )= Sz(s)sg(x)sg(./)sg(“) + 3‘1(5')\/ 1(55)31(J)~) 1(3) = 33(8)‘;3(55)33(:1/)33(2') —3(s) S(x) NE()
8.350)SESMHSL) =56 3@(y)Se)+ 31(3)31(37)31@/)31(2) = :73(3)33(9”)33(?/)33@) —9,(8) 32(‘”)32(9'
(4) 35(0)35(6) (1) S (©) = 53(8)35(2) 3(¥) T (2) + 5,(8)5,(#) 55 (1) Fo(8) = T (8) T () T5(#) F5(2) — T5(8) Jy(#) 31
(5.).34(0)9,(8) 5, (1) 51(0) = 5,(8) 5,(8) 51 (¥) 5:(8) + 51(8) 5,(@) S5(1) 5(8) = 3(5) (&) S3(#)T5(8) — 9,(5) Ty(#) S
(6.)3(0) 3 (8) S3()T35(2) = S(5) $(®) $5(1) 5(2) — $1(8)9,(#) 55(9) T5(8) = () I(#)I (W) $(2) + $5(5) 3,(@) 9,
(7) 33(0)35(8) 35 () 3,(5) = T5(8)55(2) 3(4)54(#) — T:(5)3,(2) 3(9) 3(&) = I5(8)35(#)3,W)I(2) +- 3 (s) 3 (=) $(y
(8.) 35(0)3,(A)S;(m)S,(0) = S5(8)93(®) 95(1) 95(2) = S (5) T (%) $,(1) 3, () = 32(3)32(@~ AONROESNIOR; $4(®) 3(
(9-) $(0) 3(9) 31(n) 31(9) = S3(8)95(®) $5(¥) S5(8) — Tx(8) (@) T5(1) 35(2) = F(8) I (%) $,¥)91(8) + I:(5) (=) S(
(10.) 35(0)35(5)31(1)9,(8) = I5(5)$3(#)5,¥)91(2) + $1(8)5:(2) 95(1) 35(5) = I (5) S () 55(¥) 35(9) — T(8) Fy() S(
(11.) 3,(0)35(8) S(n) S(L) = 5(8)9:(#) S(¥) $(2) + 5,(5)9,(2)5(¥) T5(#) = () () S5(1)95(2) — T5(8) () 9(¥
(12.) 3(0) () Jo(m)S5(0) = 5(5) 9() T4(y) S3) — 51(8)91(#) F5(¥) F5(2) = Tx($)95(%) () S(2) + S5(5) F5(2) 9 (¥,
(13.) 03, E) T (T2 = $() @), () 5.(8) — F1() S @) IH) T (2) = 3(8) Fu(®) TN #)F(#) F- T u(8) F()
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Indem man die 13 Formeln (G.) nach einer der Variabeln @,y,z logarith-
misch differentiirt und dann die Variable gleich Null setzt, erhiilt man ein Sy-
stem von 15 Formeln, welche der Gleichung (29.) dhnlich sind. Jede dieser
15 Formeln enth#lt auf der linken Seite ein Aggregat der Form '

() 4 3u(¥) T 33(#) )
Hh@ " 9.(m) T I
wo @, y, 2z drei Variabele bedeuten, zwischen welchen die Relation
‘ z+y+e =0
besteht. Die Indices A, p, v haben die‘ Werthe 0,1,2,3 und kdnnen von ein-
ander verschieden sein oder coincidiren. Auf der rechten Seite dagegen steht
ein Product von drei Quotienten aus -Functionen, deren Argumente g, z sind.

Die moglichen Combinationen der Indices A, g, v filhren im Ganzen auf
zwanzig Fille. Von diesen lassen sich je fiinf durch Aenderung der Argumente
um 4n und 4ilgg auf eine Formel zurtickfithren, in welcher A= p =y
" Aber die fiinf Formeln, in welchen A = p = v = 1, oder welche hieraus durch
Azgumentéinderungen herzuleiten sind, n#mlich die Combinationen 111, 100,
122, 133, 023 miissen ausgeschlossen werden. In diesen fiinf Féllen ldfst sich
nimlich das oben angefiihrte Aggregat zwar auch durch doppelt periodische
Functionen resp. von #,y, 2 ausdriicken, aber dieser Ausdruck ist kein blofses
Product. ’

Die 15 tibrig bleibenden Formeln, welche sich durch Argumentinderung
auf 000, 222, 333 zuriickfiihren ;lassen, konnen in folgende vier Formeln zu-

sammengefalst werden:

(H)

K@ S K r—1 HO) $@) Sy H®

W TetEseTEe 7Y 50 50 50 50
$@ Sw SO 50 3@ [0 3

@ sTILw RSO U0 56 5,0 50
3@ Sy K 310 5@ H(® %)

) SeEtTswTHe - T 50 50 50 56
S S 9 30 5@ 3,0 3@

& s TIRw Tse 50 5,@ 50 56

le—2) G—1)—2)
e = {—1) 2 2
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In diesen Yormeln bedeuten 4, g, v die drei Indices 0, 2, 3 in irgend einer
Permutation und J3(#) die Ableitung von J,(#), es reprisentiren daher die erste,
dritte, vierte dieser Formeln je drei, die zweite sechs verschiedene Gleichungen.

In derselben Weise, in welcher aus (29.) zu (33.) iibergegangen wurde,
kann man aus (H.) 16 verschiedene Gleichungen ableiten, in denen die linke
Seite die Form

W L, Sy
EXO RN @ 3{,_(-%‘%—3/)
hat, wo A, p=0.1,2,3. Diese 16 Formeln lassen sich in fiinf Gleichungen

susammenfassen. Ks bezeichne A, p, v, 1 eine Permutation der vier Indices
0, 1, 2, 3, so hat man:

(L)
x(y) Sile—y) 2 )3, 3,%) 93(@) (1 0}31(?/)39(3/)&@)33(00)
St 5o~ Y s e R YO mm
3,@) Se—y  SOHOMIWAE@ L SWHW)9)HE)
Gz m™? ! ey RN ()Y E=mrcy ) 5.0 1L,
31(9) Se—y)  IWHWIFMRE@ o oy ST 3N (@)
©) °r(y>+1fdx se- Swsemse—w = SOOI,
I ul(x‘—?/\) B SXORRORIONTE) _ 5%0) SAORNORXONAE)
( )3 (y)+"dx S@+y) 3H®) $,(&+y) §y(e—) EXONA
HW) L 4 HEY) WKW KW@ _ gy SO i)
O e TR T SO 50 1L,

Hierin hat ¢ wie oben die Bedeutung

Hpt) G—1)—2)
= (—1) 2 2

und es ist zur Abkiirzung

= 3%(2) $%(y)— R @) $}(y) = K@) KW — @) H(y)
92(@) 5% () — $*(@) 9}(9) = K@) () — () 3(y)
, = 3@ 9 (3) — %@ () = @ H@W)—5@) %)
s = 9%(@) 9% (y) — (@) 9(y) = F@) AW —RNE@) K

I

E EHE S
I

gesetzt.
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Man kann die obigen 5 Formeln (I.) auch in die eine

SA0) W) 1, 3\)('7"—?/) OO O ORI 520 B(y)frl(y)fn(y)%(y) 33(@)
SHTIEES e T S ne—) B0 0T H, 50

h
zusammenfassen, wenn man die in dieser Formel vorkommenden Indices A, g,
folgendermalsen bestimmt:

Die vier Indices X, . v, 1 bilden entweder eine vollstindige Permutation
der Zahlen 0, 1, 2, 3, oder diese vier Zahlen

coincidiren paarweise, d. h. es
findet eins der 3 Gleichungspaare

wo=v, L=1.
w =1, A=y
- v=1 A= yp
statt, oder endlich es ist
5L=V=;‘\=1.

Aus dem Gleichungssystem (L) kann man endlich, wenn man, wie oben
© — am 2Kx 2Ka

- o = am
! w 7 =

setzt, 16 Formeln ableiten, welche der Formel (34.) dhnlich sind, némlich:

) I'(a) AN S(e—2) _ I?sina cos x Au sin®o dy
' 5@ 7T 's S(a+2) Jo (1—F%*sin®a sin®o) Ao
S1(@) S(a—=z) ¢ coso Au dy
@) 5@ T ST — J, mea—Fsntasn
. . 0 —k*sin®a sin® @) Agp
I5(a S(a—zx) ? _sinoAa 5
3) SRRSO f sinzfo Qe dy
S,(a (@) S(a+=x) o €osu(1—Z?sin®a sin® o)
. 35(@) o3 3‘(“-—56;)‘ % —I?sinacosacos’ody
() S, (a ) ¥ 3 otz Ao (1—k? sin? o sin® Y Ao
3 ( 0 ®)R¢
@) S,(a—2) ¥ sino cosa Aa dg
(5.) + 1 g..ﬂai-v“‘:_l—‘.‘—.‘,:‘— = 1 zc"’ — {7. 20 ( <T)If
S(@ S.(a+x) o (sin*c—sin®a) Ao
©) (@) st - 31(0{:}2_ _ fc’ cosa Aasin®o do
) 5,(a) 3 Sl(a—i—x) , sina (sin’e —sin®a) Ag
@) ﬁo(a) J1g 31(“:_@_‘ _ f”" sina Ao cos®e de
5,(@ \ Sy(e+2) o €osc(sin®o —sin®a) Ag
‘(&) 33(@) 3, (a—2) ¥ sinocose Agpdg

Sy(@) vhEley (a ; :z:) - Acc(smz —sinto)
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(@ Se—2) f?sinacosaAaAcpdc?

) S Pl 85t — o cos?a—AZagin%y

(10.) J1(a) Sy(@—a) _ f‘? cosa Ao cos?o do

: 3,(a) rrzlg S,(e+=z) S, sine (cos?a—AZq sin®o) Ag

11 32( ) Jle—z) f? £ sino Aasin’o do

(11) KXO) z+ilg ﬁz(a—}—i)— — Jy cosa(cos*a—A%asin®o)Ag
J3(@) Sy(6—2) f? %’ sinocosa do

(12) KXO) v+ ile &(a—}—x) = o Aa(cos*a—A%asin®e) Ay
3@ S3(6—a) f?k?‘sin'x cosa Aa cos?o do

(18, S(ay riles ooy Sla+x — o (A?a—E2cos?a sin?o) Ao
S1(a) 5‘3(“‘_9’/’) _ f‘P cosaAaApdo

(14) Sl(a) z+3l 33(00—{—7) T Jo sina(Afa— /% cosPa sin?o)
J3() (@ —z) . ¢ —%" sina Aa do

(15.) 5,@@) z+ilg 33((1—{-—.705 - f cosa (A%a—%2cos?a sm%)Aw

(16) J3(a) 11 (06— ) ? — 'k’ sinacosasin®o do

%@ TS GFn T J, Fadta— Feostasimie) Ag




